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ABSTRACT 
 
Bu çalışmada eksenel fonksiyonel derecelendirilmiş kirişlerin, değişik sınır koşullarındaki 
titreşim ve burkulma davranışları incelenmektedir. Kritik burkulma yükü ve frekanslar Ritz 
Metodu yardımıyla bulunmaktadır. Yer değiştirmeler basit cebirsel fonksiyonlar olarak ele 
alınmıştır. Malzeme özellikleri eksen doğrultusunda bir fonksiyona uygun değiştirilerek, 
değişik malzeme özellikleri ve değişik fiziksel sonuçlar elde edilmiştir.  
 
ÖZET 
Fonksiyonel Derecelendirilmiş Kirişler, plaklar ve kabuklarda istenilen doğrultuda malzeme 
özellikleri değiştirilebildiği için mühendislik uygulamalarında kullanımı son yıllarda gittikçe 
artmıştır. Bu derecelendirme ile kompozit malzeme içerisinde gerilme dağılımları sürekli bir 
hale getirilebilmektedir.  
GİRİŞ 
Bu malzemeler, dinamik özelliklerinden dolayı günümüzde, havacılıkta, süper bilgisayarlarda, 
çevre sensörlerinde ve otomotiv endüstrisinde kullanım alanı bulmaktadır[1,2]. Kalınlık 
boyunca fonksiyonel derecelendirilmiş malzemeler yüksek hızda savurma dökümle imal 
edilebilmektedir[3,4] ve malzemenin kimyasal yapısı da bu sayede değiştirilmektedir[5]. 
Kalınlık doğrultusunda literatürde birçok çalışma mevcuttur[6-12]. Kalınlık ve eksen yönünde 
yapılan derecelendirme çalışmalarının karşılaştırma literatürde oldukça az yer tutmaktadır[13-
22]. Bu çalışmada, Klasik Kiriş Teorisi kullanılarak, eksenel derecelendirilmiş kiriş 
incelenmiştir. Kritik Burkulma yükü ve frekans değerleri Ritz Metodu sayesinde bulunmuştur. 
Derecelendirme kirişin yoğunluğunun ve Elastisite Modülünün eksen boyunca 
değiştirilmesiyle elde edilmektedir.    
 
 
ANALİZ 
Derecelendirme işlemi, kirişin sol ucundan başlayıp sağ ucuna kadar aşağıdaki denklemler 
kullanılarak elde edilmektedir. 
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Burada, P, Vf ,E ve ρ sırasıyla, fonksiyonel derecelendirilmiş malzeme parametresi, hacim 
oranı, Elastisite Modülü ve yoğunluğu göstermektedir. Kirişin eksen yönünü ise x ekseni 
olarak alınmıştır. N sayısı ise 0≤N≤∞ aralığında değişmektedir. Vf değişimi Şekil 1’de 
gösterilmektedir. E1 ve E2 ise sırasıyla, kirişin sol ve sağ ucunu temsil etmektedir. 
 
 
Şekil 1. Uzunluk boyunca hacim oranı değişimi 
 
Kirişin genleme potansiyel enerjisi: 
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Burada, w ve I sırasıyla, z eksenindeki yer değiştirme ve atalet momentini vermektedir. V ise 
kirişin hacmini vemektedir. Düzlem içi kuvvetlerin işi: 
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Burada, Px düzlem içi basma kuvvetidir. Ritz Metodu kullanılarak yer değişimi aşağıdaki hale 
dönüşmektedir: 
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Burada, Ai’ler bilinmeyen katsayılar ve f(x) geometrik sınır koşullarına denk gelen 
fonksiyondur. Kritik burkulma yükü ve titreşim frekanslarını bulabilmek fonksiyon şu şekilde 
tanımlanır: 
     els VUF          ,                          (8) 
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Bu fonksiyon belirsiz sabitler olarak Denklem 7’de ifade edilmiştir. 
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I×I ile, lineer, homojen denklemdeki eşit sayıdaki bilinmeyen Ai’lerin eşzamanlı toplamı : 
  0 MK          ,                               (10a) 
  04  MK         ,                   (10b) 
Burada, K ve M sırasıyla, katılık ve burkulma için dış yük veya titreşim için kütle matrisidir; 
 ve  ise sırasıyla, kritik burkulma yükü ve boyutsuz frekans parametresini vermektedir. Δ 
bilinmeyen Ai’nin kolon vektörüdür.  
 
Derecelendirme işleminden sonra Sayısal Sonuçlar Kısmında, iki farklı özellik(Titreşim ve 
Burkulma) için iki farklı başlık altında konu incelenecektir. 
 
SAYISAL SONUÇLAR 
 
 
1) Titreşim 
 
, boyutsuz frekans parametresidir ve  )/()( 1
42
1
4 IEL ,olarak elde edilir. 
Bu çalışmada, boyutsuzlaştırmak için koordinatı as =x/L revize ettik ve basit cebirsel 
polinomu şu şekilde yazdık: 
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Burada polinom şu şekilde ifade edildi: 
  
,)1( BiiX                                         (12) 
  
Burada titreşimde, Zirconia-Aluminyum için fonksiyonel derecelendirme gerçekleştirilmiş, 
İlk iki boyutsuz frekans parametresi elde edilmiştir. 
Bu malzemelere ait fiziksel özellikler şu şekildedir: 
3/2702,70: mkgGPaEAl aa   ,                                        (13) 
3
2 /5700,200: mkgGPaEZrO ac   ,                                  (14) 
Fonksiyonel derecelendirilmiş kirişte, =0’da ZrO2 yoğun olarak bulunmakta, =1 kısmında 
ise Al yoğun olarak bulunmaktadır. Altı değişik sınır koşulu ve değişik derecelendirme 
koşulları için, ilk iki boyutsuz frekans parametresi Çizelge 1’de gösterilmektedir.  NAl ve NZ 
Alüminyum ve Zirconia'nın frekans parametrelerini göstermektedir. F,C ve S mesnet tipleri 
ise sırasıyla, Serbest, Ankastre ve Basit mesneti göstermektedir. 
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Çizelge 1. Alüminyum- Zirconia Eksenel FDM  için boyutsuz frekans parametreleri, 
E2/E1:0.35, m2/m1:0.47. 
  N 
B.C. n NAl 0.1 0.5 1 2 3 5 8 30 NZ 
FF 1 4.062 4.399 4.531 4.659 4.793 4.848 4.878 4.870 4.795 4.729 
2 6.846 7.447 7.638 7.779 7.921 7.991 8.059 8.096 8.066 7.970 
CF 1 1.610 1.852 2.025 2.075 2.069 2.044 2.004 1.968 1.905 1.875 
2 4.032 4.497 4.697 4.768 4.818 4.838 4.845 4.833 4.758 4.694 
SF 1 3.372 3.710 3.868 3.966 4.047 4.073 4.077 4.058 3.983 3.926 
2 6.071 6.649 6.854 6.973 7.090 7.146 7.198 7.215 7.156 7.068 
SS 1 2.911 2.946 3.015 3.055 3.095 3.113 3.128 3.136 3.141 3.141 
2 5.826 5.900 6.049 6.126 6.188 6.215 6.243 6.262 6.282 6.283 
SC 1 3.640 3.659 3.685 3.693 3.701 3.710 3.727 3.751 3.847 3.926 
2 6.577 6.664 6.788 6.827 6.844 6.849 6.858 6.872 6.957 7.068 
CC 1 4.385 4.494 4.589 4.577 4.539 4.525 4.524 4.538 4.634 4.729 
2 7.298 7.422 7.594 7.619 7.626 7.629 7.636 7.651 7.729 7.851 
 
 
Çizelge 2. E2/E1:2 ve m2/m1:2 için boyutsuz frekans parametreleri. 
  N 
B.C. n NAl 0.1 0.5 1 2 3 5 8 30 NZ 
FF 1 4.734 4.757 4.797 4.764 4.680 4.631 4.592 4.591 4.631 4.730 
2 7.970 7.998 8.025 7.990 7.935 7.912 7.885 7.883 7.839 7.970 
CF 1 1.875 1.837 1.732 1.685 1.671 1.682 1.711 1.743 1.823 1.875 
2 4.694 4.652 4.565 4.543 4.544 4.545 4.545 4.545 4.597 4.693 
SF 1 3.927 3.916 3.879 3.845 3.807 3.789 3.777 3.779 3.839 3.927 
2 7.069 7.065 7.049 7.035 7.007 6.983 6.949 6.928 6.949 7.068 
SS 1 3.141 3.141 3.138 3.134 3.132 3.133 3.137 3.139 3.141 3.141 
2 6.283 6.283 6.283 6.286 6.288 6.285 6.279 6.279 6.283 6.283 
SC 1 3.926 3.936 3.971 4.006 4.054 4.080 4.092 4.081 4.004 3.930 
2 7.097 7.098 7.108 7.129 7.171 7.207 7.253 7.280 7.243 7.106 
CC 1 4.729 4.702 4.673 4.709 4.796 4.847 4.888 4.891 4.816 4.734 
2 7.837 7.826 7.792 7.837 7.910 7.950 7.990 8.017 7.973 7.859 
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Çizelge 3. E2/E1:2 ve m2/m1:4 için boyutsuz frekans parametreleri. 
  N 
B.C. n NAl 0.1 0.5 1 2 3 5 8 30 NZ 
FF 1 3.977 4.033 4.197 4.283 4.315 4.331 4.369 4.414 4.449 4.729 
2 6.702 6.779 7.010 7.159 7.310 7.403 7.496 7.593 7.672 7.969 
CF 1 1.576 1.545 1.467 1.437 1.442 1.466 1.516 1.573 1.737 1.875 
2 3.947 3.927 3.916 3.970 4.098 4.196 4.305 4.368 4.468 4.694 
SF 1 3.301 3.308 3.337 3.380 3.461 3.519 3.581 3.616 3.718 3.927 
2 5.944 5.974 6.096 6.243 6.435 6.531 6.615 6.687 6.804 7.068 
SS 1 2.642 2.654 2.703 2.762 2.864 2.941 3.035 3.095 3.139 3.141 
2 5.283 5.313 5.435 5.582 5.790 5.901 6.008 6.106 6.271 6.283 
SC 1 3.302 3.329 3.440 3.565 3.771 3.904 4.025 4.061 4.002 3.930 
2 5.969 6.004 6.160 6.350 6.627 6.797 6.998 7.157 7.243 7.106 
CC 1 3.977 3.973 4.024 4.152 4.399 4.578 4.767 4.852 4.815 4.734 
2 6.590 6.616 6.727 6.941 7.269 7.477 7.700 7.877 7.982 7.859 
 
 
Çizelge 4. E2/E1:4 ve m2/m1:2 için boyutsuz frekans parametreleri. 
  N 
B.C. n NAl 0.1 0.5 1 2 3 5 8 30 NZ 
FF 1 5.625 5.631 5.566 5.392 5.073 4.880 4.702 4.620 4.632 4.730 
2 9.478 9.457 9.261 8.957 8.560 8.374 8.193 8.051 7.860 7.853 
CF 1 2.229 2.151 1.917 1.781 1.706 1.698 1.715 1.745 1.823 1.875 
2 5.582 5.482 5.198 5.022 4.847 4.744 4.635 4.580 4.598 4.694 
SF 1 4.669 4.629 4.471 4.295 4.061 3.939 3.837 3.800 3.840 3.927 
2 8.406 8.353 8.133 7.891 7.578 7.397 7.190 7.043 6.952 7.068 
SS 1 3.736 3.717 3.635 3.532 3.381 3.295 3.214 3.171 3.143 3.141 
2 7.471 7.430 7.257 7.068 6.826 6.691 6.536 6.422 6.293 6.283 
SC 1 4.668 4.660 4.611 4.544 4.456 4.408 4.349 4.282 4.089 3.936 
2 8.440 8.391 8.201 8.007 7.792 7.702 7.625 7.571 7.416 7.124 
CC 1 5.625 5.547 5.348 5.268 5.230 5.209 5.171 5.115 4.908 4.742 
2 9.317 9.237 8.941 8.776 8.619 8.530 8.417 8.339 8.109 7.871 
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2) Burkulma 
 
Burkulmada Zirconia ve Çelik malzeme incelenecek olup; SS, CF ve SC sınır koşulları 
örnekleri verilecektir. T(K) Sıcaklığına bağlı olarak Fonksiyonel Derecelendirilmiş 
Malzeme(FDM) fonksiyon olarak şu şekilde tanımlanır[Toulokian]: 
       33221110 1 TPTPTPTPPPi           ,                     (11) 
Burada,  
2,1,10 , PPPP  , malzemenin sıcaklık sabitleridir. 
Zirconia ve Çelik için fiziksel özellikler Çizelge 2’de verilmektedir.  
 
Çizelge 5. FDM için Malzeme Özellikleri [Toulokian] 
 Stainless Steel Zirconia 
 E(Nm
-2)  E(Nm
-2)  
P0 201.04E09 8166 244.27E09 5700 
P-1 0 0 0 0 
P1 3.079E-04 0 -1.371E-03 0 
P2 -6.534E-07 0 1.214E-06 0 
P3 0 0 -3.681E-10 0 
 2.077 8166  5700 
 
Titreşim kısmında olduğu gibi burada da benzer olarak Ritz Metodu kullanılmıştır.(Denklem 
11-12). Ritz Metoduna bağlı olarak burkulma için sınır koşulları Çizelge 3’te verilmiştir. 
 
Çizelge 6. Kinematik Sınır Koşulları 
Boundary condition type at x=0,1 
S 0w  
C 0,0 ,  ww  
F 0w  
 
Kritik burkulma yükü için yakınsama çalışması Çizelge 4’te verilmektir. 
Çizelge 7. Değişik Sınır Koşulları için Kritik Burkulma Yükünün Yakınsama Çalışması 
M SS SC CF 
3 9.874 20.284 2.467 
4 9.869 20.193 2.467 
5 9.869 20.19 2.467 
6 9.869 20.19 2.467 
7 9.869 20.19 2.467 
Ref[Bras Almroth] - 20.19 2.47 
Ref[Yang] 9.869 - - 
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Yakınsama çalışması neticesinde, elde edilen veriler karşılaştırılan verilerle M sayısının 
artmasıyla daha da yakınlaşmakta, M=7 olduğunda ise virgülden sonraki 5 basamağa kadar 
hassasiyet sağlanmaktadır. 
Çizelge 4’te, Ritz Analizinin hassasiyeti gösterildikten sonra, Zirconia-Çelik FDM için deişik 
derecelendirme koşulları incelemesi yapılmıştır(Çizelge 5). N sayısının azalmasıyla Çelik 
kısım özellikleri ağır basmakta, artmasıyla da Zirconia kısmın özellikleri ağır basmaktadır.  
 
Çizelge 8. Critical buckling load parameters for Stainless-Steel Zirconia AFGB. 
 N 
B.C. NSS 0.5 1 2 3 5 8 20 NZ 
SS 12.168 11.474 11.011 10.504 10.257 10.043 9.940 9.877 9.869 
SC 24.954 23.392 22.513 21.671 21.314 21.028 20.843 20.545 20.19 
CF 3.049 2.755 2.633 2.539 2.505 2.482 2.472 2.467 2.467 
 
Bu uygulamayı, değişik Elastisite Modülleri ve değişik sınır koşullarına uygularsak, Şekil 2 
için Kritik Burkulma Yüklerini N’e bağlı olarak grafikte ifade edebiliriz:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Şekil 2. Kritik Burkulma Yükünün, N, derecelendirme oranı ve Er, Elastisite Modülüne göre 
değişimi. 
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SONUÇLAR 
 
Bu çalışmada, Eksenel FDM kiriş için titreşim ve burkulma analizi yapılmış, değişik durumlar 
için boyutsuz frekans parametresi ve kritik burkulma yükü tayini yapılmıştır. Bu tayinleri 
yapabilmek için Euler-Bernoulli Kiriş Teorisi ve Ritz Metodundan yararlanılmıştır. N 
derecelendirme sabiti kullanılarak yapılan derecelendirmede, hem kritik burkulma yükü hem 
de boyutsuz frekans parametresi mantıklı sonuçlar vermiştir. İlk olarak titreşim frekans 
parametreleri incelenmiş, ardından ise kritik burkulma yükü incelenmiştir.  
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